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Résuḿe :
Nous d́eveloppons un algorithme permettant de simuler desécoulements diphasiques incompressibles et turbulentsà
interface d́eformable en suivant le déplacement de l’interface. Leséquations de Navier-Stokes instationnairesécrites en
variables vitesse-pression sont résolues dans les deux phases en utilisant des maillages curvilignes orthogonaux. Dans
un premier temps nous introduisons un schéma de raccordement des vitesses tangentielles et des cisaillements. Nous
appliquons ce sh́ema pour simuler l’interaction de deuxécoulements̀a contre-courant śepaŕes par une interface plane.
Un algorithme original est ensuite dévelopṕe afin de satisfaire de façon non-itérativeà la fois la continuit́e des vitesses
normales et des contraintes normales sur l’interface et l’incompressibilit́e dans les deux phases.
Abstract :
This work deals with the development of a boundary-fitted method for computing turbulent incompressible two-phase
flows. The unsteady Navier-Stokes equations written in a velocity-pressure formulation are solved within the two phases
using an orthogonal curvilinear grid. In a first step, we introduce a scheme allowing tangential velocities and shear
stresses to match across the interface. We apply this technique to compute the countercurrent flow generated by two
streams separated by a plane interface. An original algorithm is then developed to satisfy without any iteration the
continuity of normal velocities and stresses across the interface and the incompressibility condition within both phases.
Mots clefs :approche lagrangienne, interface d́eformable, conditions de raccordement,́ecoulementà
phases śeparées
1 Introduction
La simulation des écoulements turbulents diphasiques gaz-liquide présentant une interface déformable consti-
tue l’un des problèmes les plus complexes de la mécanique des fluides numérique. Deux grandes approches
existent, consistant à suivre l’interface selon deux points de vue : eulérien ou lagrangien. La première approche
utilise un maillage fixe sur lequel sont résolues les équations de Navier-Stokes écrites en considérant un seul
fluide de propriétés (densité, viscosité) variables. L’interface est advectée grâce à une équation de transport
d’une grandeur liée à la position de l’interface (taux de pr´ sence de l’une des phases, distance à l’interface...).
Dans cette famille de méthodes se situent les méthodes de suivi de front (Front Tracking), les méthodes de suivi
en volume avec ou sans reconstruction d’interface (Volume Of Fluid) et les méthodes utilisant une fonction de
distance signée (Level Set). Ce type d’approche est très bien adapté aux topologies complexes d’interfaces
(grandes déformations, rupture, coalescence). Cependant, il présente certaines limitations qui concernent la
non-conservation exacte de la masse des fluides et un épaississement artificiel de l’interface qui rend difficile
la description de phénomènes liés à des couches limitesint rfaciales. La seconde approche résout les équations
de Navier-Stokes sur un maillage adaptatif qui suit les déformations de l’interface au cours du temps. Avec ce
type de description, les conditions de saut peuvent être imposées de façon très précise en respectant exactement
la géométrie de l’interface. Cette approche a tout d’abord été développée pour résoudre des problèmes à sur-
face libre [1], [2]. Dans ces configurations, la phase gazeuse n’a pas d’effet sur la dynamique de l’écoulement.
Le bilan de quantité de mouvement n’est résolu que dans la phase liquide et une condition de cisaillement nul
est imposée sur l’interface. La pression dans le gaz est suppo ée constante et est utilisée comme référence pour
la pression dans le liquide. Cependant, dans le cas où la phase gazeuse entraı̂ne la phase liquide, le raccorde-
ment des cisaillements (qui impose une discontinuité du gradient de vitesse sur l’interface) ne peut être pris
en compte sans résoudre l’écoulement dans les deux phases. De plus, peu de travaux existants ont considéré
le couplage de la pression dans les deux phases, c’est à direle raccordement des contraintes normales sur
l’interface. Un groupe d’auteurs ([3], [4] et [5]) a réalisé des simulations numériques directes d’écoulements
turbulents eau-air avec une interface légèrement déformable mais n’a pas explicité la démarche de couplage
1
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des deux phases. L’objectif de notre approche est d’obtenirune méthode lagrangienne permettant de simuler
des écoulements gaz-liquide turbulents à phases sépar´e s en assurant la continuité des vitesses normales et des
contraintes normales sans itération interne.
2 Méthode nuḿerique
2.1 Sch́ema numérique et maillage
L’approche lagrangienne consiste à résoudre les équations de Navier-Stokes sur un domaine se déformant
avec l’interface. Le volume de contrôle sur lequel les équations sont intégrées se déforme donc dans le temps.
Pour un fluide supposé incompressible et newtonien, les équations s’écrivent dans le système de coordonnées
déformables et sous forme conservative :
∇ · V = 0 (1)
∂V
∂t
+ ∇ · (V(V − W)) + (∇ · W)V = −
1
ρ
∇P + ∇ · τ (2)
où V est la vitesse locale du fluide,W la vitesse locale du maillage,P la pression,τ = ν(∇V + t∇V) le
tenseur des contraintes visqueuses,ν etρ désignant la viscosité cinématique et la densité du fluide considéré.
Les équations de quantité de mouvement sont écrites en coordonnées curvilignes orthogonales et en va-
riables primitives vitesse-pression dans le code JADIM décrit notamment dans [6] et [7]. Les équations sont
discrétisées en utilisant une méthode de volumes finis précise au second ordre sur un maillage à variables
décalées. Toutes les dérivées spatiales sont approch´ees par des schémas centrés d’ordre deux. L’avancement en
temps durant l’intervalle[n, n + 1]∆t est réalisé par un algorithme de type Runge-Kutta à troispas de temps
pour les termes sources (dont le gradient de pression∇Pn−1/2) et les termes advectifs, tandis qu’un schéma
semi-implicite de Crank-Nicolson est employé pour les term s visqueux. Pour satisfaire l’incompressibilité
à la fin de chaque pas de temps, le champ de vitesse prédicteur Vn,3 est corrigé du gradient d’un potentiel
auxiliaireΦn+1 qui est obtenu en résolvant l’équation de Poisson suivante :




A partir deΦn+1, on déduit classiquement la solution à divergence nulleVn+1 et la pressionPn+1/2 précises
au second ordre en temps par :
Vn+1 = Vn,3 −
∆t
ρ
∇Φn+1; Pn+1/2 = Pn−1/2 + Φn+1 (4)
Les maillages curvilignes orthogonaux sont générés parla technique développée dans [8]. Dans la cas d’un
écoulement plan, le principe consiste à transformer un domaine physique de coordonnées(x, y) correspondant
à l’une des phases de l’écoulement en un domaine auxiliaire (ξ, η), appelé domaine de calcul et tel que0 ≤
ξ, η ≤ 1. Les coordonnées physiques(x, y) vérifient les équations de Laplace∇2x = ∇2y = 0. En exprimant
ces équations dans le système curviligne, on fait apparaˆıtre l fonction de distorsionf(ξ, η) = (gξξ/gηη)1/2
et son inverse1/f , où gij désigne le tenseur métrique. Les conditions sur les frontières sont imposées de
façon à garantir la condition d’orthogonalitég12 = 0. Lorsque l’équation de la frontière n’est pas connue
explicitement, on approche la forme de celle-ci par des foncti s splines. Comme notre méthode de volumes
finis utilise des maillages décalés, la génération de trois maillages supplémentaires obtenus par des procédures
d’interpolation est nécessaire (un pour chaque composante de vitesse dans le plan du maillage et un pour la
pression). Enfin, le maillage complémentaire correspondant à la deuxième phase de l’écoulement est obtenu à
partir du premier en assurant le raccordement des points de vitesse normale sur l’interface. Si la déformation
de l’interface est bidimensionnelle bien que l’écoulement soit tridimensionnel, le maillage peut ensuite être
simplement dupliqué dans la troisième direction.
2.2 Continuité des vitesses et des contraintes tangentielles
Les vitesses et les contraintes tangentielles des fluides sont continues à l’interface, d’où les deux conditions :
n× (V1 − V2) = 0; n× (τ 1 − τ 2) · n = 0 , (5)
oùn désigne la normale à l’interface et les indices 1 et 2 font référence aux deux fluides. Les dérivées normales
de la vitesse tangentielle à l’interface sont exprimées au deuxième ordre en utilisant les valeurs de la vitesse
tangentielleU en un point de l’interface (définie parηj = const.) et aux deux points les plus proches dans
la direction normale à l’intérieur de la phase considér´ee. En utilisant les conditions (5) on obtient alors les
expressions de la vitesse et de la contrainte tangentiellesà ’interface sous la forme générique :
n× VI = g(Uj−2, Uj−1, Uj , Uj+1); n× (τ I · n) = f(Uj−2, Uj−1, Uj , Uj+1) (6)
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L’interface est traitée comme une zone de séparation entre les deux domaines de calcul. Dans chaque domaine,
les équations de Navier-Stokes peuvent être résolues s´eparément dans chaque phase et raccordées à l’interface.
Cette procédure peut être implémentée en imposant soitla contrainte tangentielle soit la vitesse tangentielle
comme condition à la limite sur l’interface côté gaz ou cˆoté liquide. Cependant, dans beaucoup de configura-
tions (par exemple l’océan dont la surface est cisaillée par le vent), c’est le gaz qui impose une contrainte de
cisaillement au liquide. C’est pourquoi nous avons choisi d’ mposer le cisaillement côté liquide et la vitesse
côté gaz. La procédure inverse a été testée et aucune différence n’a été observée.
2.3 Bilan des contraintes normales
La prise en compte du bilan des contraintes normales est le cœur du problème de déformation de l’interface. Ce
bilan est constitué de 3 contributions : les contraintes visqueuses normales, la force capillaire et la composante
hydrostatique de la pression. Dans cette étude, les effetscapillaires sont négligés devant ceux de la gravité
(hypothèse de faibles nombres de Bond) mais pourraient être facilement pris en compte. A la fin de l’étape
d’advection-diffusion, la vitesse normale sur l’interface,V n∗, est estimée de façon à ce que le champ prédicteur
Vn,3 combiné àV n∗ vérifie l’incompressibilité sur les cellules qui jouxtenl’interface. Le gaz et le liquide sont
couplés de façon explicite par le raccordement des vitesses et des contraintes normales à l’interface. Ces deux

































oùg désigne le vecteur gravité etτnn = n.τ .n la contrainte visqueuse normale à l’interface. Il est à noter que
la continuité des vitesses normales est satisfaite à l’instant(n+1)∆t (fin du pas de temps) tandis que celle des
contraintes normales est satisfaite en(n + 1/2)∆t (milieu du pas de temps). Les équations (7) indiquent que
le potentiel auxiliaire et sa dérivée normale sont discontinus à l’interface et celles-ci peuvent être directement
incorporées dans la matrice du système linéaire (3) par la technique suivante. On effectue un développement
de Taylor du potentiel auxiliaire aux deux premiers points situé au-dessus ou au-dessous de l’interface en
fonction de la valeur deΦn+1 et de ses dérivées normales première et seconde sur l’interface dans la phase
considérée, il est alors possible d’obtenir les dérivées normales du potentiel auxiliaire sur l’interface dans


































où α, β,A,B,C,D sont des facteurs géométriques ne dépendant que de la distance entre l’interface et les
points de pression situés enj − 2, j − 1, j et j + 1 et vérifiantA − B = −1 et D − C = 1. L’équation (8)
et son équivalent dans la phase 1, dans lesquelles la différenc ΦI,2 − ΦI,1 peut être exprimée en fonction
de grandeurs connues grâce à (7), sont finalement introduies dans la matrice du système (3), puis dans le
calcul de la vitesse normale sur l’interface. Cette méthode permet de satisfaire de façon non itérative à la fois
la continuité des vitesses normales et celle des contraintes normales sur l’interface. Elle implique cependant
une résolution de l’équation de Poisson dans le domaine fluide tout entier. De plus, la matrice associée perd
sa propriété de symétrie. En effet, deux nouvelles diagon les apparaissent car la solution à l’ordonnéej par
exemple dépend de celles aux ordonnéesj + 1, j, j − 1, mais aussi à l’ordonnéej − 2.
2.4 Résuḿe de l’algorithme
En résumé, à partir d’un ensemble de conditions initiales sur les champs de vitesse et de pression et d’une
forme initiale de l’interface, l’algorithme s’enchaı̂ne sous la forme suivante :
1. Génération du maillage curviligne orthogonal ;
2. Calcul du champ de vitesse intermédiaireVn,3 par l’algorithme de Runge-Kutta/Crank-Nicolson + conti-
nuité des vitesses et des contraintes tangentielles ;
3. Estimation explicite dans chaque phase de la vitesse normale sur l’interfaceV n∗ ;
4. Résolution dans les deux phases de l’équation de Poisson tenant compte du bilan interfacial des contraintes
normales, fournissant le potentiel auxiliaireΦn+1 ;
5. Détermination du champ de pression et du champ de vitesseVn+1 satisfaisant la condition d’incompres-
sibilité ;
6. Estimation de la nouvelle position de l’interfacexn+3/2 qui définit la géométrie pour le pas de temps
suivant[n + 1, n + 2]∆t grâce à la condition cinématiquedxdt = (x
n+3/2 − xn+1/2)/∆t = Vn+1(x, t) ;
7. Retour à l’étape 1.
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3 Validation
3.1 Onde de gravit́e et instabilité de Rayleigh-Taylor
Nous considérons tout d’abord deux configurations physiques sans écoulement moyen dans lesquelles l’évolution
de l’interface est connue de façon théorique.
Dans le premier cas on superpose deux fluides de masses volumiques différentesρ1 et ρ2 en configuration
stable. Ces deux fluides sont séparés par une interface perturbée initialement de façon sinusoı̈daleη(x, t =
0) = L/2 + a cos(kx) où k = 2π/L est le nombre d’onde. Sous l’effet de la gravitég t en l’absence de
tension de surface, cette perturbation engendre une onde degravité dont la pulsation est donnée pour de faibles






FIG. 1 – Configuration physique














FIG. 2 – Evolution temporelle de l’énergie de perturba-
tion durant la phase de croissance exponentielle. (−−)
ln Epert ; (—) droite de pente2nth.
Le domaine de calcul est un carré de côtéL = 1 divisé en deux sous-domaines de même hauteur. Des conditions
de périodicité et de vitesse nulle sont respectivement imposées sur les frontières verticales et horizontales.
Le maillage curviligne pour chaque sous-domaine est composé du même nombre de cellules(120 × 120).
Le rapport des densités est choisi tel queρ1/ρ2 = 100 ; de même le rapport des viscosités dynamiques est
µ1/µ2 = 100. La cambrure de l’onde initiale est fixée àa/L = 5.10−3. La fréquence des oscillations est
obtenue par transformée de Fourier de la position de l’interfac en une abscissex quelconque. L’écart entre la
fréquence simulée et la valeur théorique est d’environ 0.16%.
Nous reprenons la même configuration mais en disposant cette fois les deux fluides en configuration instable.
En l’absence de tension de surface et d’effets visqueux, le taux de croissance de l’instabilité de Rayleigh-Taylor
engendrée par une perturbation d’interface est donné parn2th = gk
ρ2−ρ1
ρ2+ρ1
. Dans la simulation réalisée, le rapport
des viscosités dynamiques estµ1/µ2 = 1 et le rapport des densités estρ1/ρ2 = 0.25. Les conditions aux limites
ainsi que la taille du maillage sont identiques au cas préc´ed nt. Le taux de croissance est obtenu en calculant
le logarithme de l’énergie de perturbationEpert(t) =
∫
V ‖V(x, t)‖
2dV ∝ e2nt. La courbe d’évolution de
l’énergie de perturbation est portée sur la figure 2 en foncti det nth, conduisant théoriquement à une tangente
de pente égale à 2. Le taux de croissance prédit par la simulat on avec le maillage ci-dessus vautn = 0.965nth.
3.2 Simulation aux grandeśechelles d’unécoulement turbulentà phases śeparées
avec interface plane
La simulation d’un écoulement turbulent à phases sépar´ees avec une interface déformable étant actuellement
en cours d’exécution, nous présentons dans cette sectionles résultats obtenus sur un cas un peu plus simple
où l’interface est maintenue plane mais où les vitesses etles contraintes tangentielles sont raccordées sur
l’interface suivant le schéma présenté dans la section 2.2. Dans cette simulation, les effets de la turbulence de
petite échelle sont pris en compte grâce au modèle dynamique mixte décrit par [7].
La configuration et les conditions aux limites de l’écoulement sont décrites dans les figures 3 et 4. Le choix
du gradient de pression moyen dans la direction longitudinale est effectué de manière à obtenir la même
contrainte de cisaillement|τ | sur la paroi et au niveau de l’interface dans les deux phases et à engendrer









∗ désignant la vitesse de frottement pariétale. Le nombre de Reynolds turbulent
Re∗ = ρu
∗δ
µ basé sur la demi-hauteur du domaine dans chaque phaseδ et ur la vitesseu
∗ est égal àRe∗ = 640
pour les deux fluides, ce qui correspond à une turbulence pleinement développée. Cette configuration s’inspire
de [3] où une simulation directe est décrite dans la même configuration mais avec un nombre de Reynolds 10
fois plus faible (Re∗ = 60.4). Le maillage est uniforme dans les directions longitudinale et transversale avec
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FIG. 3 – Configuration de l’écoulement FIG. 4 – Conditions aux limites
un pas (normalisé par l’unité de paroiδ+ = νu∗ ) ∆x
+ = 125 et ∆z+ = 31.4. Suivant la direction verticale le
maillage comprend 64 cellules. Il est raffiné de façon à placer 4 points dans la sous-couche visqueuse près de
chaque paroi et 2 points dans la sous-couche visqueuse interfaciale sachant que l’épaisseur de la première est











































FIG. 5 –(⋄) Profils des vitesses moyennes près de l’interface (a) dans le gaz, (b) dans le liquide. (—)U+ = y+,
(−−) U+ = 2.5 ln(y+) + 5.5, (· · · ) U+ = 2.5 ln(y+) + 1.2
Sur la figure 5 sont représentés en coordonnées semi-logar thmiques les profils moyens de vitesseU+ norma-
lisés par la vitesse de frottementu∗ obtenus au voisinage de l’interface côté gaz et côté liquide. Cette figure
permet de retrouver les caractéristiques connues des écoulements turbulents en proche paroi. La loi de sous-
coucheU+ = y+ est bien suivie par les profils de vitesse à la fois dans le gazet dans le liquide au niveau de
l’interface. L’épaisseur de la sous-couche visqueuse dans le gaz est bien égale à5δ+ alors que celle dans le
liquide est plus fine (≈ 3δ+), ce qui est conforme aux résultats de la littérature. Poury+ > 30 le profil moyen
de vitesse dans le gaz suit la loi logarithmique classique. Dans le liquide, la vitesseU+ suit également une loi
logarithmique de même pente mais prend des valeurs moins importantes, conséquence directe de la plus faible
épaisseur de la sous-couche visqueuse à l’interface. D’après ces résultats, il apparaı̂t que l’écoulement moyen
dans le gaz se comporte près de l’interface comme au voisinage d’une paroi tandis que les caractéristiques de
l’écoulement moyen dans le liquide sont proches de celles rencontrées en présence d’un cisaillement imposé.
La figure 6 présente le comportement de l’écart-type des fluctuations turbulentes normalisé paru∗ en fonction
dey/δ. Dans le gaz, le profil des intensités turbulentes se comporte c mme dans un écoulement de canal. La
fluctuation longitudinale atteint son maximum près des parois. Côté liquide, la composante verticale s’annule
évidemment sur l’interface, tandis que les fluctuations tagentielles y atteignent leur maximum.
La figure 7 présente le profil du cisaillement turbulent normalisé par le frottement pariétalρu∗2. Ce cisaille-
ment se décompose en trois contributions : une contribution résolue (ou de ”grande échelle”)−ρ〈u′ v′〉 et
deux termes supplémentaires propres à la simulation des grandes échelles. L’évolution linéaire attendue est
bien vérifiée dans les deux phases. Dans le gaz, le profil de cisaillement turbulent est parfaitement symétrique
par rapport au plan médian du canal. Par contre une asymétrie r ste présente dans le liquide. A noter également
que les contributions des petites échelles contenues dansle terme de Léonard et dans le terme de sous-maille
ne jouent un rôle significatif que dans les régions de fort cisaillement (parois et interface).
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FIG. 6 – Intensités turbulentes résolues (a) dans le gaz, (b) dans le liquide.(−−) u+rms, (· · · ) v
+
rms, (− · −)
w+rms
































FIG. 7 – Contribution des différents termes du cisaillement turbulent normés parρu∗2. (a) dans le gaz, (b) dans
le liquide. (–) cisaillement turbulent résolu,(· · · ) terme de Léonard,(− ·−) contrainte de sous-maille,(·+ ·+)
cisaillement turbulent total
4 Conclusions et perspectives
Nous avons développé et validé un algorithme de déformation d’interface utilisant des maillages curvilignes
orthogonaux et résolvant les équations de Navier-Stokesdan les deux phases d’un écoulement diphasique
incompressible. Nous allons maintenant exploiter le code crrespondant pour simuler différentes configurations
d’écoulement turbulent à phases séparées, notamment dans les situations non-standard où l’effet de la gravité
et celui du cisaillement sont antagonistes (écoulements cisaillés à contre-pente).
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